
3-3 條件機率與貝氏定理 
【目標】 

首先能了解條件機率的意涵，且會使用機率的乘法公式，再者能理解獨立事件的

意義及其性質。最後能結合分割原理與條件機率推導出貝氏定理，並能應用之， 

【定義】 

1. 條件機率： 

設事件 A發生的機率 ，則事件0)( >AP E 相對於事件 A發生的機率稱為在事

件 A發生的條件下，事件E 發生的機率，簡稱E 相對於 A的條件機率，記為

。由 的意義可知為)|( AEP )|( AEP )|( AEP
)(

)(
AP

EAP ∩
= 。 

 
註： 

(1) 由於 E 未必包含於 A，故事件 E 相對於事件 A發生的機率，其實是事件

相對於事件A E∩ A發生的機率。 

【性質】 

1. 條件機率的乘法法則： 

(1) 當 時，0)( >AP )|()()( ABPAPBAP =∩ 。 

(2) 當 時，0)( >∩ BAP )( CBAP ∩∩ )|()|()( BACPABPAP ∩= 。 

(3) 當 0)( 121 >∩∩∩ −nAAAP L 時， )( 21 nAAAP ∩∩∩ L  

L)|()|()( 213121 AAAPAAPAP ∩= )|( 121 −∩∩∩ nn AAAAP L 。 

註： 

( ) ( ) 0P A P A B≥ ∩ > ，故 ， 

於是 

( ) 0P A >

( ) (( ) ) ( ) ( |P A B C P A B C∩ ∩ = ∩ ∩ P A B P C A B)= ∩ ∩ ( ) ( | ) ( | )P A P B A P C A B= ∩ 。 

2. 條件機率的性質： 

設 是事件，且 ， ，則下列三式的意義相同： BA, 0)( >AP 0)( >BP
(1) 。 )()()( BPAPBAP =∩
(2) )()|( BPABP = 。 

(3) )()|( APBAP = 。 

註： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( | ) ( )
( )

P A BP A B P A P B P B P B A P B
P A
∩

∩ = ⇔ = ⇔ = 。 
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【定義】 

1. 獨立事件： 

當事件 滿足BA, )()()( BPAPBAP =∩ 時，稱事件 A與 B 獨立，或稱 為

獨立事件。 

BA,

例如： 個人逐一抽獎時，每人中獎的機率是一樣的，與抽獎的次序無關： n
在抽獎的問題中，通常為了控制中獎的人數，籤條都是取後不放回。假設籤

筒中有 支籤，其中恰 支有獎。 人依序抽籤，令事件 如下： 5 2 5 BA,
A：第1人中獎， B ：第 人中獎。 

則

2

5
2)() =( =BPAP ，抽籤中獎的機率與抽籤的次序無關。然而，第 人中獎

可分割成兩種情形，即第1人中獎且第 人中獎及第1人不中獎且第 人中

獎，才有

2

2 2
2 1 3 2

4
×

1 3 2( )
5 4 5 10 10 5

P B = × + = + = 。所以第 人中獎的機率是將第1人

中獎及不中獎都考慮進來，才是

2

2
5
。如果在第1人中獎的條件下，第 人中

獎的機率就是

2

1
4
而非

2
5
了，即

1 2( | ) ( )
4 5

P B A P= B= ≠ 。 

當 人依序抽獎時﹐第1人先抽，若幸運得獎，則第 人更加焦慮，因為他

中獎的機率由

5 2
2
5
下降為

1
4
﹒反之，若第1人未抽中，則第 人較為篤定，因

為他中獎的機率由

2

2
5
上升為

2 1
4 2
= 。所以事件 A的發生與否會影響到事件 B

發生的機率。如果抽籤時，不控制中獎人數，而將籤條每次取後放回，事件

仍分別表第1人中獎及第 人中獎，則依然有BA, 2 2( )P A ( )
5

P B= = ，但此時無

論第1人是否中獎，都不影響第 人中獎的機率，即2 2( | ) ( )
5

P B A P B= = ，這就

是事件 A與B 獨立的概念。 

2. 三個事件獨立： 

設 是事件，若 滿足： CBA ,, CBA ,,
(1) 。 )()()( BPAPBAP =∩
(2) 。 )()()( CPBPCBP =∩
(3) 。 )()()( APCPACP =∩
(4) )()()()( CPBPAPCBAP =∩∩ 。 

則稱事件 獨立，或稱 為獨立事件。 

註：當 為獨立事件時， 

，即 的發生都不影響C
發生的機率。同樣的， 不影響

CBA ,, CBA ,,
CBA ,,

( | ) ( ), ( | ) ( ), ( | ) ( )P C A P C P C B P C P C A B P C= = ∩ = BA,
CB, A； 不影響AC, B 。換言之， 互

不影響。此時，三者積事件發生的機率等於各自事件發生機率的乘積。 

CBA ,,

3. 個事件獨立： 

當

n
1 2, , , nA A L A 1是事件時，若其中任意 個事件(1k k n≤ ≤ − )的發生都不影

響其餘任一事件發生的機率，則這 個事件獨立。此時，n 1 2, , , nA A L A

( )

中任

意若干個事件之積事件發生的機率都會等於個別事件發生機率的乘積。特別

地， 。 1 2 1 2( ) ( ) ( )n nP A A A P A P A P A∩ ∩ ∩ =L L
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【性質】 

1. 獨立事件： 

(1)兩事件 獨立的充要條件是BA, ( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = 。 

(2)當 有一事件的機率為 ，則 為獨立事件。 

(3)當 為獨立事件，且 ﹐ 時， 

   且

BA, 0 BA,
BA, ( ) 0P A > ( ) 0P B >

( | ) ( )P A B P A= ( | ) ( )P B A P B= 。 

(4)當 ( | ) ( )P A B P A= 且 ( | ) ( )P B A P B= 時， 為獨立事件。 

(5) 為互斥事件時，

BA,
BA, ( )P A B 0∩ = ，此時 可以是獨立事件，也可以不

是獨立事件，但 為互斥事件且 ， 時， 必不是獨立事

件。 

(6)兩事件互斥且為獨立事件時，必有一事件的機率為 。 

BA,
BA, ( ) 0P A > ( ) 0P B > BA,

0
2. 獨立事件的性質： 

當 為獨立事件時， 為獨立事件， 為獨立事件，且 為獨立

事件。 

BA, ', BA BA ,' ',' BA

註： 

(1) 當 為獨立事件時，由於 BA,
( ) ( ) ( ) (P A B P A B P A P A B)′∩ = − = − ∩

( ) ( ) ( ) ( )[1 ( )] ( ) ( )P A P A P B P A P B P A P B′= − = − =  

故 為獨立事件。由此也可知當 為獨立事件時， 獨立事件，

而 也是獨立事件。 

', BA BA, BA ,'
',' BA

(2) 假設擲骰子時，各次互不影響，這是個常規性的假設。通常重複某種試

驗時，只要每次都回復原狀，而在相同的狀態下執行，我們就假設各次

之間是獨立的，有時不再特別聲明。 
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3. 獨立事件的性質： 

三事件 獨立時，若其中某些事件改成其餘事件，則可仿二事件的情

形證明三事件仍然獨立。例如

, ,A B C
, ,A B C′ 獨立， , ,A B C′ ′ 獨立， , ,A B C′ ′ ′也獨

立。 

註： 

三事件 ，當 中兩兩為獨立事件時， 

要確定 否為獨立事件時， 

必須檢驗

, ,A B C , ,A B C
, ,A B C

( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C∩ ∩ = 是否成立， 

因為 且( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = ( ) ( ) ( )P A C P A P C∩ = ( ) ( ) ( )P B C P B P C∩ =且 ， 

不能推論 與 必然相等。 ( )P A B C∩ ∩ ( ) ( ) ( )P A P B P C
例如： 

設袋中有編號 1～8的 8個球，從中任意取一球， 

令樣本空間 ， 

事件 分別為 ，

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}S =
, ,A B C {1, 2, 3, 4}A = {1, 2, 5, 6}B = ， {1, 2, 7, 8}C = ， 

則
4 1( ) ( ) ( )
8 2

P A P B P C= = = = ， 

2 1( ) ( ) ( )
8 4

P A B P B C P C A∩ = ∩ = ∩ = = ，
2 1( )
8 4

P A B C∩ ∩ = = ， 

得 ，( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = ( ) ( ) ( )P B C P B P C∩ = ( ) ( ) ( )P C A P C P A∩ =， 。 

故 三事件中，兩兩獨立。 

但是， ，故三事件 不獨立。 

一般而言， 個事件中，兩兩獨立時，這n個事件未必為獨立事件。 

, ,A B C
( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C∩ ∩ ≠ , ,A B C

n
【討論】 

1. 獨立與互斥的比較： 

和事件 的機率 A B∪ 積事件 A B∩ 的機率 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩  ( ) ( ) ( | )P A B P A P B A∩ =  

BA, 互斥時，  ( ) ( ) (P A B P A P B∪ = + ) BA, 獨立時， ( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ =  
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【定義】 

1. 分割： 

設一隨機現象的樣本空間為 ，若事件 滿足 S nAAA ,,, 21 L

(1) 互斥(即兩兩互斥)。 nAAA ,,, 21 L

(2) 。 SAAA n =∪∪∪ L21

則稱事件 是樣本空間 的一個分割。 nAAA ,,, 21 L S
【原理】 

1. 分割原理： 

設 是樣本空間 的一個分割，其中nAAA ,,, 21 L S nkAP k ,,2,1,0)( L=> ，則對

任意事件E ，恆有 

)(EP )|()()|()( 2211 AEPAPAEPAP += )|()( nn AEPAP++L  

 ∑
=

=
n

k
kk AEPAP

1
)|()(

 
證明： 

1 2, , , nA A L A
)

是樣本空間 的一個分割， 

則

S
1 2( ) ( ) ( nE A E A E A E= ∩ ∪ ∩ ∪ ∪ ∩L ， 

且 1 2, , , nA E A E A E∩ ∩ ∩L 互斥， 

故  

。 

1 2( ) ( ) ( ) ( )nP E P A E P A E P A E= ∩ + ∩ + + ∩L

1 1 2 2( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )n nP A P E A P A P E A P A P E A= + + +L
1

( ) ( | )
n

k k
k

P A P E A
=

= ∑

2. 貝氏定理： 

設 是樣本空間 的一個分割，其中nAAA ,,, 21 L S nkAP k ,,2,1,0)( L=> 。若E 是

一事件，且 ，則 0)( >EP

)|( EAP i )(
)(

EP
EAP i ∩=

∑
=

= n

k
kk

ii

AEPAP

AEPAP

1
)|()(

)|()(
， ni ,,2,1 L= 。 

註： 

貝氏定理是統計學上統計推論的基礎，在定理中的 ， 稱為

事前機率，必須是已知，在這個基礎下，才能推算事後機率 ，通常

的值是以過去的經驗為基礎，亦即有事前機率的資訊為依據，才能推

算事後機率。 

( )iP A 1,  2,  ,  i n= L

( | )iP A E
( )iP A

 15



【說明】 

1. 樣本空間的分割與分割原理： 為樣本空間， S
(1) 設 A是一個事件，則 A A' S∪ = ，此時 A與 為 的一個分割。任意事

件

A' S
E ，恆有 。 ( ) ( ) ( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P E P E A P E A' P A P E A P A' P E A'= ∩ + ∩ = +

(2) 個事件n 1 2,  ,  ,  nA A AL ，若 個事件中的任兩事件互斥，且任意事件n E ， 

若 的分割S 1 2,  ,  ,  nA A L A 中，任意的 ，( ) 0iP A > 1,  2,  ,  i n= L ， 

則 1 1 2 2( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )n nP E P A P E A P A P E A P A P E A= + + +L 。 

我們處理分割應用的問題時，常用樹狀圖表示，如下： 

 

因為樹狀圖的各個分支是互斥的，所以  就是 個分支的總和。 )(EP n
2. 利用簡單隨機抽樣，若從 位學生中任意抽取一位學生，則編號第 i號的學

生，在第 次被抽出的機率為何？ 

設

n
j

A表示編號第 i號的學生在第 次被抽出的事件， j
kA 表示第 次抽到第 i號學生的事件，k 1,  2,  ,  1,  k j j= −L ， 

則 1 2 1j jA A' A ' ' A '= ∩ ∩ ∩A −∩L ，其中 kA ' 為 kA 的餘事件， 

因為 1
1( )P A
n

= ，所以 1
1( ) nP A'

n
−

= ， 

且對任意1 ，如果前k j< ≤ 1k − 次都沒有抽到第 i號的學生， 

那麼第 k 次抽出的時候﹐由於已抽走了 1k − 個學生， 

在剩下的 個學生中，抽到第 號學生的機率 1n k− + i

1 2 1
1( | )

1k kP A A' A ' A '
n k−∩ ∩ ∩ =
− +

L ， 

亦即 1 2 1
1( | ) 1

1 1
n k

kk kP A ' A' A ' A '
n k n−

−
∩ ∩ ∩ = − =

− + − +
L ﹐ 

因此 )(AP )''''( 121 jj AAAAP ∩∩∩∩= −L  

L×∩= )''|'()'|'()'( 213121 AAAPAAPAP )'''|'( 2211 −− ∩∩∩× jj AAAAP L  

)'''|'( 121 −∩∩∩× jj AAAAP L
1

1
2
1

1
2

1 +−
×

+−
+−

××
−
−

×
−

=
jnjn

jn
n
n

n
n

L
n
1

=  

從上面的結果可知在執行簡單隨機抽樣時，任何一個人或任何一物件，在任

何一個次序上被取的機會都是相同的。如果使用隨機號碼表逐一抽出某些物

件，每個物件被取到的機會也是相同的。因此，使用隨機號碼表逐一抽出某

些物件，作為抽樣的樣本都具有相同的代表性，符合簡單隨機抽樣的要求。

上面的推論與說明是條件機率應用的結果。本課程中尚不涉及抽樣的概念，

事實上，抽獎､抽籤､取球的問題都是抽樣應用的問題。 
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【方法】 

表示條件機率各種情形之方法： 

1. 文氏圖： 

 

 

 

 

 

 

A∩B 

A B 

2. 表格： 

集合 'B  B  計 

A  )|'()()'( ABPAPBAP =∩ )|()()( ABPAPBAP =∩  )(AP  

'A  )'|'()'()''( ABPAPBAP =∩ )'|()'()'( ABPAPBAP =∩  )'(AP  

計 )'(BP  )(BP  U  

 

機率 'B  B  計 

A  0.97 0.03 0.7 

'A  0.94 0.06 0.3 

計 0.961 0.39 1 

 

個數 'B  B  計 

A  679 21 700 

'A  282 18 300 

計 961 39 1000

3. 樹形圖： 

                    即)|( ABP )|()()( ABPAPBAP =∩  

        )(AP
                    即)|'( ABP )|'()()'( ABPAPBAP =∩  

U  
                    即)'|( ABP )'|()'()'( ABPAPBAP =∩  

        )'(AP
                    即)'|'( ABP )'|'()'()''( ABPAPBAP =∩  
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